Note aux étudiants :

Lors du contrôle, l’usage du portable est strictement interdit. Chaque étudiant doit avoir sa propre calculatrice.
Le contrôle consistera en une série de petites questions de cours et un exercice d’application.


Exercices sur l’analyse non linéaire des structures

EX1 : une barre encastrée aux deux extrémités est soumise à une charge axiale comme montré sur la figure 1.a. Les courbes contraintes-déformations et charge-temps sont montrées sur les figures 1.b et 1.c. respectivement. En supposant que les déplacements et les déformations sont petits et que la charge est progressivement appliquée, déterminer le déplacement au point d’application de la charge.
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Figure 1

Du fait que les charges sont progressivement appliquées, on doit entreprendre une analyse statique, c'est-à-dire que l’effet du temps est négligeable. Les non-linéarités géométriques seront négligées car les déplacements et les déformations sont petits. Du fait que la courbe contraintes-déformations est non linéaire, les non-linéarités matérielles doivent être considérées.
Pour déterminer les réactions, on utilisera la méthode des éléments finis.
La barre de la figure 1.a sera discrétisée comme indiqué sur la figure 2 avec 2 éléments barres et 3 nœuds. 
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Figure 2 Modèle en éléments finis de la structure

La matrice de rigidité d’un élément barre est donnée par la relation :

Où E : module de Young, A : section transversale de la barre, L : longueur de la barre.
Pour la barre 1 :

Pour la barre 2 :

La matrice de rigidité globale est donnée par :

Application des conditions aux limites.
Pour la barre 1, le nœud 1 est bloqué, donc le déplacement u1 est égal à zéro, donc il faut supprimer la première ligne et la première colonne de K1.
Pour la barre 2, le nœud 3 est bloqué, donc le déplacement u3 est égal à zéro, donc il faut supprimer la deuxième première ligne et la deuxième colonne de K2.
Donc il reste :

Donc 

Les forces dans les éléments sont données par :
Elément 1 :


Elément 2 :



R1

R2
R2
R1



On peut constater que l’élément a est tendu et que l’élément b est comprimé, par convention, on suppose que l’élément comprimé a une valeur négative, donc :


Les déformations pour les sections a et b sont données par :

L’équation d’équilibre est : 

Et les lois constitutives sont :
 dans la zone élastique

 dans la zone plastique
Lors du déchargement qui est élastique, on a : 
En fonction de la valeur de la charge plusieurs cas sont possibles :
-1 les deux sections sont élastiques
Durant la phase initiale de l’application de la charge, les deux sections a et b sont élastiques. Donc on aura :


Avec :

La section b se plastifiera en premier lorsque  soit lorsque

 
2- la section a est élastique alors que la section b est plastique
La section b se plastifiera à un certain temps t* quand :

Donc on aura :



Lorsque , on aura :

Et donc :


En déchargement, les deux sections se comportent élastiquement :


[bookmark: _Hlk59438820]On commence les calculs pour  < 30000 KN, donc les deux sections sont élastiques et  se calcule d’après la relation :

Pour   = 10000 N, on trouve := 0.0033 cm
Pour   = 20000 N, on trouve := 0.0066 cm d’après la relation ci-dessus. Cette valeur peut être directement déterminée en utilisant le principe de superposition qui est valable uniquement dans le domaine linéaire. Puisque 20000 N est égal à 10000 N x 2, il suffit donc de multiplier le déplacement  obtenu pour 10000 N par deux, ce qui donne := 0.033 x 2 = 0.0066 cm
[bookmark: _Hlk59439545]Pour  = 30000 N, les relations  et aboutirons au même résultat car on a atteint le seuil de plastification.
La première relation donne : : = 0.0099 ≈0.01 cm
La seconde relation donne aussi : = 0.0099 ≈0.01 cm
Pour  = 40000 N, la section a est élastique alors que la section b est plastique, il faut donc utiliser la relation :

Et on trouve :
 = 0.0198 ≈0.02 cm
Lors du déchargement élastique de 40000 N à 20000 N par exemple, en utilisant la relation avec :
[bookmark: _Hlk59439941]
 = - 0.0066 cm
Et donc 

La réponse calculée peut être schématisée par la courbe chargement-déplacement suivante, figure 3 :

[image: ]
Figure 3 Courbe déplacement-chargement

EX2 : Calculer la réponse de la structure de l’exercice 1 en utilisant la méthode de Newton-Raphson modifiée. Appliquer la charge en deux incréments égaux pour atteindre la charge maximale.
Dans la méthode de Newton-Raphson modifiée, on actualisera la matrice de rigidité au début de chaque incrément.
Donc les équations itératives à utiliser sont :




Avec 


    et   

Où :


Pour une section élastique on a :


Pour une section plastique on a :



et les déformations sont :



Pour le premier incrément de chargement, on a t = 0 , Δt = 1 ,  ,  ; = 0  ,  = 0

Donc on peut écrire :


(i = 1)            
[bookmark: _Hlk59613205] = 0.0006667 <  donc la section est élastique 
 = 0.0013334 <  donc la section est élastique
107 x 0.006667 = 6667 N
107 x 0.00132 = 13333 N


Donc
 = 0
La solution a convergé en une seule itération, et ceci était prévisible car les sections a et b étaient élastiques. 

t  = 2  ,  , 

Le chargement  est égal maintenant égal à 40000 N, , 

    

  






 = 0.0013334 <  donc la section est élastique
 = 0.0026668 >   donc la section est plastique
107 x 0.00133 = 13333 N



[bookmark: _Hlk59874751][bookmark: _Hlk61369421]
i = 2

[bookmark: _Hlk59873814] 
 = 0.001553 <  donc la section est élastique
 = 0.00311 >   donc la section est plastique
107 x 0.00153 = 15530 N



[bookmark: _Hlk59874763]
I = 3 

 = 0.0016984 <  donc la section est élastique
 = 0.0033968 >   donc la section est plastique
107 x 0.00165 = 16984 N



[bookmark: _Hlk59875567]

I = 4

 = 0.00179 <  donc la section est élastique
 = 0.00358 >   donc la section est plastique
107 x 0.00172 = 17900 N


I = 5



 = 0.001859 <  donc la section est élastique
 = 0.00370 >   donc la section est plastique
107 x 0.00172 = 18590 N



I=6



 = 0.00189 <  donc la section est élastique
 = 0.00378 >   donc la section est plastique
107 x 0.00172 = 18900 N



I = 7



 = 0.001945 <  donc la section est élastique
 = 0.00389 >   donc la section est plastique
107 x 0.00172 = 19450 N



Donc on constate qu’on se rapproche lentement de la solution exacte (on converge lentement car on a utilisé la méthode de Newton-Raphson modifiée) et donc il faut itérer davantage. Maintenant, si à la seconde itération on utilise la méthode de Newton-Raphson c’est-à-dire qu’on actualise la matrice de rigidité car la section b s’est plastifiée lors de la première itération, on obtient :


i = 2
 
 = 0.00198 <  donc la section est élastique
 = 0.00395 >   donc la section est plastique
107 0.00153 = 19800 N



Donc, on a convergé à la deuxième itération comme espéré car la méthode de Newton-Raphson totale converge plus rapidement que la méthode de Newton-Raphson modifiée. 
Donc dans la méthode de Newton-Raphson totale, on actualise la matrice de rigidité pour chaque incrément et pour chaque itération.
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actual physical situation. Conversely, we may say that by the use of a specific formulation,
2 model of the actual physical situation i assumed, and the choice of formulation is part of
the complete modeling process. Surely, the use of the most general large strain formulation
‘will always be correct”; however, the use of a more restrictive formulation may be compu-
tationally more effective and may also provide more insight into the response prediction.
Before we discuss the general formulations of nonlinear analyses, it would be instruc-
tive to consider first two simple examples that demonstrate some of the features listed in
Table 6.1.

A bar rigidly supported at both ends i subjected to an axial load as shown in
Fig. E6.1(a). The stress-strain reltion and the load-versus-time curve relation are given in
Figs. E6.1(6) and (0, respectively. Assuming that the displacements and strains are small and
that the load is applied skowly, cakculate the displacement at the point of load application

Sec.6.1  Introduction to Nonlinear Analysis

E= 10" Nfem?,
Er= 10° Nem?
= yield stress

(@) Simple bar structur
{in tension and compression)

0
Time (sec)
() Load v

Figure B6.0 Anslyis of simpe barsrcure
Since the foa i applied slowly and the isplacements and strains ar smal, we calculate
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Section a is elastic while section b is plastic
Section b will become plastc at time * when, using (4),

=04
Afterward we therefore have

Using (@), we therefore have for 1 = 1%,
EAu

i
02 X 10°

‘We may note that section a would become plastic when ‘g, = 7, or ‘R = 402 X 10°N. Since
the load does not reach this value [sce Fig. E6.1(c)). section a remains clastic throughout the
response history.

(il In unloading both sections act elastically
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‘The calculated response s depicted in Fig. E6.1(d).
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